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9.1 引⾔
• 特征选择 

- 从 个特征中选出 个 

• 特征变换 

- 把 个特征变为 个新特征 

- 最常采⽤线性变换


 

   其中， 是 维矩阵，称作变换阵。通常， 。

D d

D d

y = WTx
W D × d d < D



9.2 基于类别可分性判据的特征变换
• 准则函数（变换后的可分离判据）


– 


– 


–



– 


–

J1 = tr(WT(Sw + Sb)W)

J2 = tr [(WTSwW)−1(WTSbW)]
J3 = ln

WTSbW

WTSwW

J4 =
tr(WTSbW)
tr(WTSwW)

J5 =
WT(Sw + Sb)W )

WTSuW



9.2 基于类别可分性判据的特征变换
• ⽬标


求得最优 ，使





• 结论 

– 设矩阵 的本征值为 ，且 


– 选前 个本征值对应的本征向量 组成矩阵





即为最佳变换阵

𝑊 ∗

W* = arg max
{W}

J(WT x)

S−1
w Sb λ1, λ2, ⋯, λD λ1 ≥ λ2 ≥ ⋯ ≥ λD

d u1, u2, ⋯, ud

W = [u1, u2, ⋯, ud]



9.2 基于类别可分性判据的特征变换
• 推导（以 为例） 

– 优化问题





 


– 拉格朗⽇函数





– 令


J1

J1 = tr(WT(Sw + Sb)W)
max J1(W)
s . t . tr(WTSwW) = 1

g(W) = J1(W) − tr [Λ (WTSwW − I)]

∂
∂W

g(W) = 0



9.2 基于类别可分性判据的特征变换
• 推导（以 为例） 

– 整理可得


 


– 考虑限制条件，可得





– 令对 维变换矩阵


J1

S−1
w SbW = W(Λ − I)

J1(W) = tr(WT(Sw + Sb)W) = tr(WTSwWΛ) = trΛ

D × d

J1(W) =
d

∑
i=1

(1 + λi)



9.3 主成分分析
• ⽬的 

– 从⼀组特征中计算⼀组重要性从⼤到⼩排列的新特征，他们是原特征的线
性组合，并且相互之间不相关（正交）


– 把原有的多个指标（特征）转化成少数⼏个代表性较好的综合指标（新特
征），这少数⼏个指标能反映原来指标⼤部分（如85%以上）的信息，且
各个指标保持独⽴。



9.3 主成分分析
• 数学表示 

– 原特征： 


– 新特征：


 ， 


矩阵形式：


 


其中，为了统⼀ 的尺度：

x1, ⋯, xp

ξi =
p

∑
j=1

αijxj = αT
i x i = 1,⋯, p

ξ = AT x

ξi αT
i αi = 1



9.3 主成分分析
• 第⼀主成分  







其中， 是 的协⽅差矩阵


– 求下列拉格朗⽇函数的极值


，


得








最优的 为 的最⼤本质值对应的本征向量， 称作第⼀主成分

ξ1

ξ1 =
p

∑
j=1

α1jxj = αT
1 x

var(ξ1) = E[ξ2
1] − E[ξ1]2 = E[αT

1 xTα1] − E[αT
1 x]E[xTα1] = αT

1 Σα1

Σ x

f(α1) = αT
1 Σα1 − vαT

1 α1

Σα1 = vα1

var(ξ1) = αT
1 Σα1 = vαT

1 α1 = v

α1 Σ ξ1



9.3 主成分分析
• 第⼆主成分  













其中， 为 的第⼆本征值对应的本征向量， 称作第⼆主成分

ξ2

E[ξ2ξ1] − E[ξ2]E[ξ1] = 0

αT
2 Σα1 = 0

αT
2 α1 = 0

αT
2 α2 = 1

α2 Σ ξ2



9.3 主成分分析
• 全部主成分⽅差之和等于各个原始特征⽅差之和：





• 全前 个主成分代表了数据全部⽅差的⽐例：


p

∑
i=1

var(ξi) =
p

∑
i=1

λi

k

∑k
i=1 λi

∑p
i=1 λi



9.3 主成分分析
• PCA算法流程



9.3 主成分分析
• PCA实例



9.3 主成分分析
• PCA实例



9.3 主成分分析
• PCA实例



9.4 Karhunen-Loève 变换
• 简介 

- Karhunen-Loève 变换简称K-L变换，是⼀种常⽤的特征提取⽅法


- 最基本的形式原理与主成分分析相同，两者都属于正交变换


- PCA是⽆监督变换，是⼀种特殊的离散K-L变换


- K-L变换可以实现有监督的特征提取，可以处理离散、连续的情况



9.4.1 K-L 变换
• 基本原理 

- 函数的级数展开：将函数⽤⼀组（正交）基函数展开，⽤展开系数表示原
函数


- 离散K-L展开：把随机向量⽤⼀组正交基向量展开，⽤展开系数代表原向
量


- 基向量所张成的空间：新的特征空间


- 展开系数组成的向量：新特征空间中的样本向量



9.4.1 K-L 变换
• 离散K-L展开 

- 对随机向量 ，⽤确定的完备正交归⼀向量系 ， 展开，得


 ， 


其中， 


- 只⽤有限项来逼近 ，即 ，其中， 为 维度，且 ，则与原向量的均⽅误差为：


𝒙 uj j = 1,2,⋯, ∞

x =
∞

∑
j=1

cjuj cj = uT
j x

uT
i uj = {1, i = j

0, i ≠ j

𝒙 x̂ =
d

∑
j=1

cjuj 𝒙 D d < D

e = E[(x − x̂)T(x − x̂)] = E
∞

∑
j=1

cjuj

T
∞

∑
j=d+1

cjuj = E
∞

∑
j=d+1

c2
j = E

∞

∑
j=d+1

uT
j xxTuj =

∞

∑
j=d+1

uT
j E[xxT]uj



9.4.1 K-L 变换
• 离散K-L展开 

- 记 ，则： 


- 最⼩化均⽅误差





， 


- 拉格朗⽇函数：

Ψ = E[xxT] e =
∞

∑
j=d+1

uT
j ψuj

min e =
∞

∑
j=d+1

uT
j ψuj

s . t . uT
j uj = 1 ∀j

g(u) =
∞

∑
j=d+1

uT
j ψuj −

∞

∑
j=d+1

λ [uT
j uj − 1]



9.4.1 K-L 变换
• 离散K-L展开 

- 令 ，得 ， 


- 如令 ，则得 ， ， 


即：


‣⽤K-L变换的产⽣矩阵 的前 个本征值（从⼤到⼩排序）对应的本征向量作为基

来展开 时，截断误差在所有 维正交坐标展开中是最⼩的


‣ ， 张成了新特征空间，展开系数 组成新特征向量

∂
∂uj

g(u) = 0 (ψ − λjI)uj = 0 j = d + 1,⋯, ∞

d = 0 ψuj = λjuj e =
∞

∑
j=d+1

λj j = 1,⋯, ∞

ψ d
x d

uj j = 1,⋯, d cj = uT
j x



9.4.1 K-L 变换
• K-L展开式的性质 

- 信号的最佳（压缩）表达：均⽅误差最⼩


- 新空间中的特征是互不相关


- ⽤K-L变换坐标系表示原数据，表示熵最⼩

‣ 即这种坐标系统下，样本的⽅差信息最⼤程度地集中在较少的维数上


- ⽤本征值最⼩的K-L变换坐标来表示数据，总体熵最⼩

‣ 本征值⼤的本征向量代表的是样本集中变化⼤的⽅向，即⽅差⼤的⽅向


‣ 本征值⼩的本征向量对应样本分布集中的地⽅，这项⽅向⽅差⼩，均值可以更好的
代表样本



9.4.2 ⽤于监督模式识别的K-L变换
• 样本中没有类别信息时


- 常⽤（⼆阶矩矩阵） 


- 如果去掉均值，可以⽤数据的协⽅差矩阵 


• 样本类别已知时，三种典型策略计算K-L坐标系

- 从类均值中提取判别信息


- 包含在类平均向量中判别信息的最优压缩


- 类中⼼化特征向量中分类信息的提取

ψ = E [xxT]
Σ = E [(x − μ) (x − μ)T]



9.4.2 ⽤于监督模式识别的K-L变换
• 策略1：从类均值中提取判别信息 

–出发点


‣ 消除特征各分量之间的相关性


‣ 考查变换后各特征的类均值和⽅差，选择⽅差⼩、类均值与总体均值差别⼤的特征


–步骤


‣ ⽤总类内离散度矩阵作为K-L展开的产⽣矩阵： 


‣ ⽤ 作K-L变换，得到本征值 和本征向量 ；新特征 、各维新特征的⽅差 ，

Sw =
c

∑
i=1

PiΣi

Sw λi ui yi λi
i = 1,⋯, D



9.4.2 ⽤于监督模式识别的K-L变换
• 策略1：从类均值中提取判别信息 

–步骤


‣ 计算新特征各个分量的分类性能指标：


， 


其中， 为类间离散度矩阵，


⽤ 排序： ，选择前 个分量组成新

的特征向量，相应的 组成变换阵

J(yi) =
uT

i Sbuj

λi
j = 1,⋯, D

Sb =
c

∑
i=1

P(ωi)(μi − μ) (μi − μ)T

J(yi) J(y1) ≥ J(y2) ≥ ⋯ ≥ J(yd) ≥ ⋯ ≥ J(yD) d
uj U = [u1, u2, ⋯, ud]



9.4.2 ⽤于监督模式识别的K-L变换
• 策略1：从类均值中提取判别信息



9.4.2 ⽤于监督模式识别的K-L变换
• 策略2：包含在类平均向量中判别信息的最优压缩 

–出发点


‣ ⽤最少的维数来保持原空间中类平均向量中的信息


‣ 使特征间互不相关的前提下，最优压缩类均值向量中包含的分类信息


–步骤


‣ ⽤总类内离散度矩阵 做K-L变换，消除相关性  ，令 
，从⽽使 （⽩化变化，之后再进⾏任何正交归⼀

变换，类内离散度矩阵不变），变换后的类间离散度矩阵：

Sw UTSwU = Λ
B = UΛ−1/2 BTSwB = I

S′ b = BTSbB



9.4.2 ⽤于监督模式识别的K-L变换
• 策略2：包含在类平均向量中判别信息的最优压缩


–步骤


‣ ⽤ 做K-L变换，以压缩包含在类平均向量中的信息。对于⼀个 类问

题， ，故最多有 个⾮零本征值

， 总的变换阵是：





可以证明，两类情况下，这种特征提取得到的新特征⽅向就是Fisher线性
判别器的最佳投影⽅向。

𝑆𝑏′ c
rank (S′ b) ≥ c − 1 d = c − 1

V′ = [v1, ⋯, vd]
W = UΛ− 1

2 V′ 



9.4.2 ⽤于监督模式识别的K-L变换
• 策略2：包含在类平均向量中判别信息的最优压缩



9.4.2 ⽤于监督模式识别的K-L变换
• 策略3：类中⼼化特征向量中分类信息的提取 

–出发点


‣ 类中⼼化特征向量：把原来的样本向量中减去类均值，只考虑各类的协⽅差中可能
包含的分类信息。


–步骤


‣ ⾸先，⽤总类内离散度矩阵 做K-L变换，消除特征间相关性，考察各个新特征在
各类中的⽅差 （第 类第 个特征的⽅差）；归⼀化⽅差：

；显然，归⼀化⽅差满⾜：

𝑆𝑤
𝑟𝑖𝑗 𝑖 𝑗

r̃ ij = p(ωi)
rij

λj
, i = 1,⋯, c, j = 1,⋯, D

c

∑
i=1

r̃ ij = 1



9.4.2 ⽤于监督模式识别的K-L变换
• 策略3：类中⼼化特征向量中分类信息的提取 

–步骤


✓定义总体熵来表示⽅差的分散程度： ，或： 


✓把K-L变换的新特征按照 排序： ，选

取其中前 个特征组成新的特征


–⼀般情况下，可以


✓⽤均值分类信息的最优压获得 个特征


✓利⽤类中⼼化特征的⽅差信息获得另外 个信息

J(xj) = −
c

∑
i=1

r̃ ijlog r̃ ij J(xj) =
c

∏
i=1

r̃ij

J(xj) J(x1) ≤ J(x2) ≤ ⋯ ≤ J(xd) ≤ ⋯ ≤ J(xD)
d

d′ ≤ c − 1

d − d′ 



9.5 ⾮线性特征变换⽅法简介
• 进⾏特征提取和数据压缩，实际上是假定数据在⾼维空间中是沿着⼀定的⽅
向分布的，这些⽅向能够⽤较⼩的维数来表示


• 采⽤线性变换进⾏特征提取是假设这种⽅向是线性的


• 但在某些情况下，数据可能会按照⾮线性规律分布，要提前这种规律，就要
采⽤⾮线性变换



9.5.1 核主成分分析（KPCA）
• 基本思想 

- 对样本进⾏⾮线性主成分分析 

- 根据可再⽣希尔伯特空间的性质，在变换空间中的协⽅差矩阵可以通过原空间中的核
函数进⾏运算，从⽽绕过了复杂的⾮线性变换


• 步骤 

- 通过核函数计算矩阵


 

其中， 为样本数， 是原空间中的样本， 与⽀持向量机中类似的核函数。

是⾮线性变换（⽆需知道具体形式或进⾏运算）

Kij = (ϕ(xi ⋅ ϕ(xj))) = k(xi ⋅ xj)

n xi, xj k( ⋅ , ⋅ )
ϕ( ⋅ )



9.5.1 核主成分分析（KPCA）
• 步骤 

- 解矩阵 的特征⽅程


 

‣并将得到的归⼀化本征向量 按照对应的本征值从⼤到⼩排列。本

征向量的维数是 ，向量的元素记为 。根据需要选择前若

⼲个本征值对应的本征向量作为⾮线性主成分。


‣第 个⾮线性主成分是： ， 未知

K
1
n

Kα = λα

αl, l = 1,2,⋯
𝑛 αl = [αl

1, αl
2, ⋯, αl

n]

l vl =
n

∑
i=1

αl
iϕ(xi) ϕ(xi)



9.5.1 核主成分分析（KPCA）
• 步骤 

- 计算样本在⾮线性主成分上的投影。样本 在第 个⾮线性主成分上的投影
为


 

如果选择 个⾮线性主成分，则样本 在前 个⾮线性主成分上的坐标构成
样本在新空间的表示 

x l

zl(x) = (vl ⋅ ϕ(x)) =
n

∑
i=1

αl
i k(xi, x)

m x m

[z1(x), ⋯, zm(x)]T



9.6 ⾼维数据的低维可视化
• 定义 

–将⾼维空间的数据映射到⼆维平⾯来，⽽这种映射尽可能要反映原空间中
样本的分布情况，或者使各样本间的距离关系保持不变。


• 举例 
– 主成分分析


‣ 利⽤第⼀、第⼆主成分构成⼆维平⾯



9.7 t-SNE降维可视化⽅法
• t-SNE（t-distribution stochastic neighbor embedding，t分布随机近邻嵌⼊法） 

- 本质是基于流形学习（manifold learning）的降维⽅法，即寻找⾼维数据中可能存
在的低维流形


- 利⽤概率分布来度量样本间的距离，将⾼维空间中的欧式距离转化为条件概率密度
函数来表示样本间的相似度


- 特点是能够保持样本间的局部结构，使得在⾼维数据中距离相近的点投影到低维中
仍然相近


- 常⽤作样本可视化分析


- 作者⽹站：https://lvdmaaten.github.io/tsne/，各种实现、案例


