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5.1 引⾔
• 模式分类的三种主要途径 

– 估计类条件概率密度 


‣通过 和  ，利⽤⻉叶斯规则计算后验概率 ，然后通过最⼤后验概率做出决
策。


‣概率密度参数估计和⾮参数估计。


– 直接估计后验概率 


不需要先估计类条件概率密度 。主要有K近邻⽅法等。


– 直接计算判别函数 

‣不需要估计 或者 。


‣直接找到可⽤于分类的判别函数。常⻅的⽅法有神经⽹络等。

P(x ∣ ωi)

P(ωi) P(x ∣ ωi) P(ωi ∣ x)

P(ωi ∣ x)

P(x ∣ ωi)

P(x ∣ ωi) P(ωi ∣ x)



5.1 引⾔
• 基于概率密度（估计）的分类器设计：model-based method 

– 已知：类先验概率 和类条件概率密度函数   

– 任务：估计⼀个决策函数，借此进⾏分类


– ⽅法：参数估计、⾮参数估计


– 特点：需要⼤量的样本，需要知道某些概率及其形式

P(ωi) P(x ∣ ωi)



5.1 引⾔
• 基于样本的直接分类器设计：data-driven method 

– 思路：


‣ 如果知道判别函数的形式，则可以直接从样本估计函数参数


‣ 先选定判别函数类和⼀定的⽬标（准则），利⽤样本集确定函数类中的未定参数，使所
选的准则最好


– 形式化：


‣ 判别函数类： ,  为未定参数


‣ 准则函数/⽬标函数： 


‣ 求 ： 

{g(α), α ∈ Λ} α

L(α)

α* L(α*) = min
α

L(α)



5.1 引⾔
• 本章利⽤样本直接设计分类器的基本思想 

– 给定⼀个判别函数，且已知该函数的参数形式


– 采⽤样本来训练判别函数的参数


– 对于新样本，采⽤判别函数对其进⾏觉得，并按照⼀些准则来完成分类


• 本章利⽤样本直接设计分类器的基本技术路线 

– 假定有  个  维空间中的样本，每个样本的类别标签 已知，且⼀共有  个不同的类
别。 


– 假定判别函数的形式已知，寻找⼀个判别函数。


– 对于给定的新样本 ，判定它属于 中的哪个类别。

n d c

x ∈ Rd ω1, ω2, ⋯, ωc



5.2 线性回归
• 线性回归 

– 通过数据发现或估计两个或多个变量之间可能存在的线性依赖关系的基本统
计学⽅法


• 简单线性回归 

– 解释变量 、响应变量 


– 通过 的⼀系列观测样本，


估计线性关系 ，


即估计其中的系数 和

x y

(x, y)

y = w0 + w1x

w0 w1



5.2 线性回归
• 多元线性回归 

– 响应变量依赖于多个解释变量：  

• 线性回归问题描述 

– 已知训练样本集 ， ， ；机器学习模型为


，其中，

是模型中的待定参数

y = w0 + w1x + . . . + wdxd =
d

∑
i=0

wixi = wTx

{(x1, y1), . . . , (xN, yN)} xj ∈ Rd+1 yj ∈ R

f(x) = w0 + w1x + … + wdxd =
d

∑
i=0

wixi = wT x

w = [w0, w1, ..., wd]T



5.2 线性回归
• “最⼩⼆乘法” 求解线性回归问题 

– ⽤训练样本集估计模型中的参数，使模型在最⼩平⽅误差意义下能够最好地拟合训练样

本，即 


– ⽬标函数可进⼀步写成矩阵形式 ，

其中， 是全部训练样本的解释变量向量组成的矩阵， 是全部训练样

本的响应变量组成的向量

min E =
1
N

N

∑
j=1

( f(xj) − yj)2

E(w) =
1
N

Xw − y
2

=
1
N (Xw − y)T(Xw − y)

X =
xT

1
⋮
xT

N

y =
y1
⋮
yN



5.2 线性回归
• “最⼩⼆乘法” 求解线性回归问题 

– 使⽬标函数 最⼩化的参数 应满⾜ ，

即 


– 当矩阵 可逆时，最优参数的解为 ，

被称为 的伪逆（pseudo-inverse）矩阵，记作 


– 线性回归给出了在最⼩平⽅误差意义下对解释变量与响应变量间线性关系
的最好估计

E(w) w
∂E(w)
∂(w)

=
2
N

XT(Xw − y) = 0

XTXw = XTy

(XTX) w* = (XTX)−1 XTy

(XTX)−1 XT X X+



5.3 线性判别函数的基本概念
• 基于判别函数的分类器 

– 采⽤已知类别标签的训练样本进⾏学习，获得若⼲个代数界⾯，这些界⾯
将样本所在的空间分成若⼲个相互不重叠的区域。每个区域包含属于同⼀
类的样本。 


– 表示界⾯的函数称为判别函数。


– 判别函数是分类器最常⽤的表述形式。



5.3 线性判别函数的基本概念
• 线性可分 

– 对于  个  维空间中的样本 ，假定这些样本来着两个类别

和 。如果存在⼀个线性判别函数能对这些样本正确地分类，则称这些样
本是线性可分的；否则是线性不可分的。

n d x1, x2, ⋯, xn ω1
ω2



5.3 线性判别函数的基本概念
• ⼀般表达式 

– 


‣ ： 维特征向量（样本向量）， 


‣ ：权向量， 


- 对于 类分类问题， ， ，表示每个类别对应的判别函数


‣ 决策规则：如果 ， ，则

g(x) = wT x + w0

x 𝑑 x = [x1, x2, ⋯, xd]T

w w = [w1, w1, ⋯, wd]T

c gi(x) i = 1,2,⋯, c

gi(x) > gj(x) ∀j ≠ i x ∈ ωi



• 决策规则 

– 以⼆分类问题为例，令




✓决策⾯/超平⾯ ： ，决策区域 和 


✓ 为超平⾯ 的法向量


‣ 设 ， 都在 上，则 ，即 


‣ 跟决策⾯ 上的任⼀向量正交，即 为超平⾯ 的法向量

g(x) = g1(x) − g2(x)
 如果 g(x) > 0,  则决策 x ∈ ω1

 如果 g(x) < 0,  则决策 x ∈ ω2

 如果 g(x) = 0,  可将 x 任意分到某⼀类，或拒绝 

𝐻 g(x) = 0 ℛ1 ℛ2

w 𝐻

x1 x2 𝐻 wT x1 + w0 = wT x2 + w0 wT(x1 − x2) = 0

wT 𝐻 w 𝐻

5.3 线性判别函数的基本概念



• 代数度量 

– 判别函数 正⽐于 点到超平⾯ 的代数距离（带正负号）， 在 正侧：

；在负侧： 


– 可以视为特征空间中某点 到超平⾯ 的距离的⼀种代数度量


– ， 为 在 上的投影向量， 为单位向量


–  或 


– 若 为原点，则 ，

𝑔(𝒙) 𝒙 𝐻 𝒙 𝐻
g(x) > 0 g(x) < 0

𝑔(𝒙) 𝒙 𝐻

x = xp + r
w

∥w∥
xp 𝒙 𝐻

w
∥w∥

g(x) = w⊤(xp + r
w

∥w∥ ) + w0 = w⊤xp + w0 + r
w⊤w
∥w∥

= r∥w∥ r =
g(x)
∥w∥

x g(x) = w0 r0 =
w0

∥w∥

5.3 线性判别函数的基本概念



• ⼩结 

– ⽤线性判别函数进⾏决策，就是⽤⼀个超平⾯
把特征空间分割成决策区域 和 


– 超平⾯ 的⽅向由权向量 确定，它的位置由

阈值权 确定


– 判别函数 正⽐于 点到超平⾯的代数距离

（带正负号）。当x在H正侧时， ；

在负侧时， 。

𝐻 ℛ1 ℛ2

𝐻 w
w0

g(x) x
g(x) > 0

g(x) < 0

5.3 线性判别函数的基本概念



5.4 Fisher线性判别分析
• 思路 

– Fisher在1936年提出线下判别分析法(Linear Discriminant Analysis，LDA)


– 把所有样本都投影到⼀个⽅向上，在⼀维空间中确定⼀个分类的阈值


– 核⼼：确定投影⽅向，使得类间距离尽可能⼤，类内距离尽可能⼩



5.4 Fisher线性判别分析
• 基本定义 

– 以两分类问题为例，训练样本集 ，每个样本为 维向量


– 类的样本 ， 类的样本 


– 寻找投影⽅向 ，使得投影后的样本为 

X = {x1, …, xN} 𝑑

𝜔1 X1 = {x1
1 , . . . , x1

N1} 𝜔2 X2 = {x2
1 , ..., x2

N2}
w yi = wT xi, i = 1,2,...,N



5.4 Fisher线性判别分析
• 投影前 

– 类内离散度矩阵（within-class scatter matrix）


， 其中，类均值向量为 


– 总类内离散度矩阵（pooled within-class scatter matrix）





– 类间离散度矩阵（between-class scatter matrix）


Si = ∑
xj∈Xi

(xj − mi)(xj − mi)
T
, i = 1,2 mi =

1
Ni ∑

xjϵXi

xj, i = 1,2

Sw = S1 + S2

Sb = (m1 − m2) (m1 − m2)T, i = 1,2



5.4 Fisher线性判别分析
• 投影后⼀维空间 

– 类内离散度


， 其中，两类均值为 


– 总类内离散度矩阵





– 类间离散度


S̃2
i = ∑

yj∈Yi

(yj − m̃i)
2

m̃i =
1
Ni ∑

yjϵYi

yj =
1
Ni ∑

xjϵXi

wT xj = wTmi, i = 1,2

S̃w = S̃2
1 + S̃2

2

S̃b = (m̃1 − m̃2)2, i = 1,2



5.4 Fisher线性判别分析
• Fisher准则函数（Fisher’s Criterion） 

– ，即，使投影后两类尽可能分开，⽽各

类内部尽可能聚集


‣  =  = 


‣  =  = 


– ：⼴义的瑞利商（generalized Rayleigh quotient）

max JF(w) =
S̃b

S̃w

=
(m̃1 − m̃2)2

S̃2
1 + S̃2

2

S̃b = (m̃1 − m̃2)2 (wTm1 − wTm2)2 wTSbw

S̃w = S̃2
1 + S̃2

2 wTS1w + wTS2w wTSww

max JF(w) =
wTSbw
wTSww



5.4 Fisher线性判别分析
• 求解 

– 上述 Fisher 准则函数转化为： 


– 定义拉格朗⽇函数 


– 令 ，极值解 应满⾜： 


– 假设 是⾮奇异的（ 时通常⾮奇异），可得 ，即 为

的本征向量


– 将 带⼊可得 ，只考虑 的⽅向，得最

优投影⽅向： ：只需要求出原始样本的均值和⽅差！

max wTSbw s . t . wTSww = c ≠ 0

L(w, λ) = wTSbw − λ(wTSbw − c)
∂L(w, λ)

∂w
= 0 w* Sbw* − λSww* = 0

Sw N > d S−1
w Sbw* = λw* w*

S−1
w Sb

Sb λw* = S−1
w (m1 − m2) (m1 − m2)T w* w*

w* = S−1
w (m1 − m2)



5.4 Fisher线性判别分析
• 决策规则 

– Fisher判别函数的最优解只给出了⼀个投影⽅向，不是分类⾯


– 确定分类阈值 ，得到分类⾯和决策规则


，则

w0

g(x) = wT x + w0 ≶ 0 x ∈ {ω1
ω2



5.4 Fisher线性判别分析
• 确定分类阈值  

– 样本正态分布且两类协⽅差矩阵相同时 

‣ 最优⻉叶斯分类器为线性函数 ， ，




‣ 对于Fisher线性判别：

w0

g(x) = wT x + w0 w = Σ−1 (μ1 − μ2)
w0 = −

1
2 (μ1 + μ2)T Σ−1 (μ1 − μ2) − ln

P (ω2)
P (ω1)

w0 = −
1
2 (m1 − m2)T S−1

w (m1 − m2) − ln
P (ω2)
P (ω1)



5.4 Fisher线性判别分析
• 确定分类阈值  

– 样本不服从正态分布时 

‣ 可依据经验，如 或者 ，（ 是

所有样本在投影后的均值）


‣ 若 ，则




‣ 通过与两类均值投影的平分点相⽐较做分类决策

w0

w0 = −
1
2

(m̃1 + m̃2) w0 = − m̃ m̃

g(x) = wT (x −
1
2 (m1 + m2)) ≷ log

P (ω2)
P (ω1)

x ∈ {ω1
ω2



5.5 感知器
• Fisher 线性判断：两步法


– 确定最优的投影⽅向


– 在投影⽅向上确定分类阈值


• 感知器 

– 直接得到完整的线性判别函数 



– 多层感知器神经⽹络和各种深度学习⽅法的
基础

g(x) = wT x + w0



5.5 感知器
• 线性判别函数的⻬次简化 




其中 ， 


– 为增⼴的样本向量， 为增⼴的权向量


• 决策规则（两类 、 ） 

– ，则

g(x) = wT x + w0 → g(y) = αTy

y = [1,x1, x2, . . . , xd]T α = [w0, w1, x2, …, wd]T

y α

ω1 ω2

g(y) ≶ 0 y ∈ {ω1
ω2



5.5 感知器
• 线性可分性 

– 存在⼀个权向量 ，使所有样本被正确分类，即

， ， 


– 令 ，则线性可分性变为：

， ， 


– ：规范化增⼴样本矩阵，仍然记作

α

∃α ∀i = 1,...,N { 若 yi ∈ ω1,  则 αTyi > 0
 若 yi ∈ ω2,  则 αTyi < 0

y′￼i = {yi,  若 yi ∈ ω1

−yi,  若 yi ∈ ω2
∃α ∀i = 1,...,N αTyi > 0

y′￼ y

线性可分

线性不可分



5.5 感知器
• 求解（线性可分情况）


– 解向量 ：满⾜ ， 


– 解区：权值空间中所有解向量组成的区域。


‣ 对于样本 ， 定义了权值空间中⼀个超

平⾯ 。


‣ 对于所有样本，解区就是每个样本对应超平⾯
的正侧的交集。

α* αTyi > 0 i = 1,2,...,N

yi αTyi = 0
Ĥi

Ĥi 解向量和解区

余量



5.5 感知器
• 求解（线性可分情况） 

– 余量：把解区向中间缩⼩，不靠近边缘的解。
即，引⼊余量 ，使得解向量满⾜ ，




‣ 靠近边缘的解容易受到噪声、数值计算误差的影
响，解区中间更可靠。


‣ B：线性判别函数的平移

b > 0 αTyi > b
i = 1,2,...,N

余量



5.5 感知器
• 感知器准则函数 




– 对所有错分样本的求和表示对错分样本的惩罚


– 当且仅当 时， 是解向量

Jp(α) = ∑
αTyk≤0

(−αTyk)

Jp(α*) = min Jp(α) = 0 α*



5.5 感知器
• 梯度下降法求解 




– ， 为调整步⻓


– 


– ，即每步迭代时把错分的样本按照某个系数加到

权向量上。

Jp(α) = ∑
αTyk≤0

(−αTyk)

α(t + 1) = α(t) − ρt ∇Jp(α) ρt

∇Jp(α) =
∂Jp(α)

∂α
= ∑

αTyk≤0
(−yk)

∴ α(t + 1) = α(t) + ρt ∑
αTyk≤0

yk



5.5 感知器
• 梯度下降迭代算法步骤 

– (1) 任意选择初始的权向量 ，置 


– (2) 每次考察⼀个样本 ，若 ，则 ，否则继

续


– (3) 考察另⼀个样本，重复(2)，直⾄对所有样本都有 ，即

α(0) t = 0

yj α(t)T yj ≤ 0 α(t + 1) = α(t) + yj

α(t)T yj > 0
Jp(α) = 0



5.5 感知器
• 说明 

– 若考虑余量 ，将错分判断条件变成 即可


– 收敛性：对于线性可分的样本集，梯度下降的迭代算法经过有限次修正后
⼀定会收敛到⼀个解向量 


–
可使⽤可变步⻓减少迭代步数：

b α(t)T yj ≤ b

α*

ρi =
α(k)T yj

yj
2



5.6 最⼩平⽅误差判别
• 考虑线性不可分情况 

– ， ，不等式组⽆法同时满⾜：最⼩化错分样本数


• 形式化描述 

– 把 变成 ， 


–
或矩阵形式 ，其中 ，

，  是增⼴的样本向量的维数，

αTyi > 0 i = 1,2,...,N

αTyi > 0 αTyi = bi > 0 i = 1,2,⋯, N

Yα = b Y =
yT

1
⋮
yT

N

=
y11 ... y1

̂d
⋮ ⋱ ⋮

yN1 ... yN
̂d

b = [b1, b2, ⋯, bN]T ̂d ̂d = d + 1



5.6 最⼩平⽅误差判别
• 求解 

–通常 ，为⽭盾⽅程组，⽆法求得精确解 


–误差为 ，可求得⽅程组的最⼩平⽅误差解，即 ： 


– 为最⼩平⽅误差（MSE）准则函数


N > ̂d

e = Yα − b α* min Js(α)

Js(α)

Js(α) = Yα − b
2

=
N

∑
i=1

(αTyi − bi)2



5.6 最⼩平⽅误差判别
• 求解 

– 伪逆法求解 

✓令 ，可得 ， 

其中 是⻓⽅矩阵 的伪逆

∇Js(α) = 2YT(Yα − b) = 0 α* = (YTY)−1 YTb = Y+b
Y+ = (YTY)−1 YT Y



5.6 最⼩平⽅误差判别
• 求解 

– 梯度下降法迭代求解 

✓任意选择初始的权向量 ，置 


✓按照梯度下降的⽅式迭代更新权向量 ， 
直到  或  （ ：误差灵敏度）


✓也可通过单样本修正法调整权向量
， 其中， 是使得

的样本：最⼩均⽅根算法（LMS 算法）、Widrow-Hof算法

α(0) t = 0

α(t + 1) = α(t) − ρtYT(Yα − b)
∇Js(α) ≤ ξ α(t + 1) − α(t) ≤ ξ ξ

α(t + 1) = α(t) + ρt(bk − α(t)T yk)yk 𝒚𝑘 α(t)T yk ≠ bk



5.6 最⼩平⽅误差判别
• 求解 

– 梯度下降法迭代求解 

✓ 的选择


✦
若 ，同类样本的 相同，则MSE的解等价于Fisher线性判别，且

，其中， 、 分别是第⼀和第⼆类样本数， 为样本总数，




✦若 ，则当 时，MSE的解以最⼩平⽅误差逼近⻉叶斯判别函数 

，即 使得 极⼩。

b

bi =
N
N1

yi ∈ ω1

N
N2

yi ∈ ω2

bi

w*0 = − mTw* N1 N2 N

m =
1
N (N1m1 + N2m2)

bi = 1(∀i = 1,⋯, N) N → ∞

g0(x) = P(ω1 |x) − P(ω2 |x) α* ε2 = ∫ [αTy − g0(x)]2 p(x)dx



5.7 罗杰斯特回归（logistic regression）
• 线性回归 

– 


– 线性回归是发散型⽅程式，在许多应⽤上会
有不适合的情形发⽣。


– 将线性回归的值压制在0~1之间，才能产⽣出
合理的值。

y = β0 + β1x1 + ⋯ + βmxm + ε



5.7 罗杰斯特回归（logistic regression）
• 罗杰斯特函数（logistic function） 

– 形式⼀： 


– 形式⼆： ，常⽤形式


– 在神经⽹络中称为Sigmoid函数

P(y = 1 |x) = P(y |x) =
ew0+w1x

1 + ew0+w1x

θ(s) =
es

1 + es
=

1
1 + e−s



5.7 罗杰斯特回归（logistic regression）
• 罗杰斯特回归（logistic regression） 




‣ 


‣ ⼏率： ，医学中表示患病的可能性和不患病可能性之⽐


‣ 对数⼏率：

logit(x) = ln ( P(y |x)
1 − P(y |x) ) = ω0 + ω1x1 + … + ωmxm

P(y |x) =
eω0+ω1x1+⋯+ωmxm

1 + eω0+ω1x1+⋯+ωmxm

P(y |x)
1 − P(y |x)

= eω0+ω1x

ln ( P(y |x)
1 − P(y |x) ) = ω0 + ω1x



5.7 罗杰斯特回归（logistic regression）
• 决策规则 

– 若 ，则 


• 决策规则学习算法：最⼤似然法 

– 设共有 个独⽴的训练样本 ， ，

，假设样本类别从某未知概率 中产⽣，以概率 属于所关⼼

类别，即 ，⽤罗杰斯特函数 估

计 ，其中 为罗杰斯特函数中待求参数组成的向量

logit(x) ≶ 0 x ∈ {ω1
ω2

𝑁 {(x1, y1), . . . , (xN, yN)} xj ∈ Rd+1

yj ∈ {−1,1} 𝑓(𝒙) 𝑓(𝒙)

P(y |x) = {f(x), y = + 1
1 − f(x), y = − 1

h(x) = θ(ωT x)

𝑓(𝒙) ω



5.7 罗杰斯特回归（logistic regression）
• 决策规则学习算法：最⼤似然法 

– 模型在样本上的似然函数：





或者





– 对于所有样本，模型的似然函数是


P(yj |xj) =
h(xj), yj = + 1

1 − h(xj), yj = − 1

l(h ∣ (xj, yj)) ≜ P(yj ∣ xj, h) = θ(yjwT xj)

L(w) =
N

∏
j=1

P(yj |xj) =
N

∏
j=1

θ(yjwT xj)



5.7 罗杰斯特回归（logistic regression）
– 梯度下降法最优化⽬标函数 

优化问题：


min E(w) = −
1
N

ln (L(w)) = −
1
N

ln
N

∏
j=1

θ (yjwT xj)

=
1
N

N

∑
j=1

ln
1

θ (yjwT xj)
=

1
N

N

∑
j=1

ln (1 + e−yjwT xj)



5.7 罗杰斯特回归（logistic regression）
– 梯度下降法最优化⽬标函数 

算法步骤：


✓（1）记时刻为 ，初始化参数 


✓（2）计算⽬标函数的负梯度⽅向 


✓按步⻓（学习率） 更新下⼀时刻参数 ，检查是否达到终⽌条件，

如未达到，令 ，重新进⾏（2）


✓（3）算法停⽌，输出得到的参数 


    终⽌条件可以是似然函数的梯度⼩于某个预设值，训练过程不再有显著更新，或迭代达到预设
的上限等

k = 0 ω(0)

∇E = −
1
N

N

∑
j=1

yjxj

1 + eyjw(k)T xj

η w(k + 1) = w(k) − η∇E
k = k + 1

ω



5.8 最优分类超平⾯与线性⽀持向量机
• 问题提出 

– 只要⼀个样本集线性可分，解区中的任何向量都是⼀个解向量


– 感知器算法采⽤不同的初值和迭代参数会得到不同的解


– 哪个解更好？



5.8.1 最优分类超平⾯
• 分类超平⾯ 

– 假设有训练样本集 ， ， ，其中每个样本是 维向

量， 是类别标号， 类⽤ 表示， 类⽤ 表示。这些样本线性可分，即存在超平⾯





把所有 个样本都没有错误地分开。


• 最优分类超平⾯ 

– ⼀个分类超平⾯，如果它能将训练样本没有错误地分开，且两类训练样本中离超平⾯最近的样本与超
平⾯之间的距离是最⼤的，则这个超平⾯称作最优分类超平⾯（optimal seperating hyperplane），
简称最优超平⾯（optimal hyperplane）。


✓两类样本中离分类⾯最近的样本到分类⾯的距离称作分类间隔（margin）


✓最优超平⾯也称作最⼤间隔超平⾯

(x1, y1), (x2, y2), ⋯, (xN, yN) xi ∈ Rd yi ∈ {+1, − 1} 𝑑
𝑦 𝜔1 +1 𝜔2 −1

g(x) = (w ∙ x) + b = 0

N



5.8.1 最优分类超平⾯
• 最优分类超平⾯ 

– 最优超平⾯定义的分类决策函数 





– 规范化的分类超平⾯ ，


即 ，

f(x) = sgn(g(x)) = sgn((w ∙ x) + b)

{(w ∙ xi) + b ≥ 1, yi = + 1
(w ∙ xi) + b ≤ − 1, yi = − 1

yi[(w ∙ xi) + b] ≥ 1 i = 1,2,⋯, N



5.8.1 最优分类超平⾯
• 最优分类超平⾯ 

– 求解最优超平⾯（ ）


   


引⼊拉格朗⽇系数





等价问题





最优解在 的鞍点上取得，即 对 和 的偏导数均为0

w*

min
w,b

1
2

∥w∥2 s . t . yi[(w ∙ xi) + b] − 1 ≥ 0, i = 1,2,⋯, N

αi ≥ 0, i = 1,⋯, N

min
w,b

max
α

L(w, b, α) =
1
2

(w ∙ w) −
N

∑
i=1

αi{yi[(w ∙ xi) + b] − 1}

L(w, b, a) L(w, b, a) w b

鞍点



5.8.1 最优分类超平⾯
• 最优分类超平⾯ 

– 求解最优超平⾯（ ）


最优解处：


，且 


最优超平⾯的对偶问题（the dual problem）：


w*

w* =
N

∑
i=1

α*i yixi

N

∑
i=1

yiα*i = 0

max
α

Q(α) =
N

∑
i=1

αi −
1
2

N

∑
i,j=1

αiαjyiyj(xi ∙ xj)

s . t .
N

∑
i=1

yiαi = 0, αi ≥ 0, i = 1,⋯, N



5.8.1 最优分类超平⾯
• 最优分类超平⾯ 

– 求解最优超平⾯（ ）


通过对偶问题的解，可求出原问题的解：








w*

w* =
N

∑
i=1

α*i yixi

f(x) = sgn{g(x)} = sgn{(w* ∙ x) + b} = sgn{
N

∑
i=1

α*i yi(xi ∙ x) + b*}



5.8.1 最优分类超平⾯
• 最优分类超平⾯ 

– 求解最优超平⾯（ ）


• 库恩-塔克（Kuhn-Tucker）条件：拉格朗⽇泛函的鞍点处满⾜





等号成⽴的样本所对应的 才会⼤于0，求解 ：


 

b*

αi{yi[(w ∙ xi) + b] − 1} = 0, i = 1,2,⋯, N

αi b

yi [(w* ∙ xi) + b*] − 1 = 0



5.8.2 线性不可分情况
• 样本集⾮线性可分 

– 定义 

对样本集 ， ， ，不等式


， 


不可能对所有样本同时满⾜


– 策略 

每个样本引⼊⼀个⾮负的松弛变量 ， 约束条件变为


，

(x1, y1), (x2, y2)⋯, (xN, yN) xi ∈ Rd yi ∈ {+1, − 1}

yi[(w ∙ xi) + b] − 1 ≥ 0 i = 1,2,⋯, N

ξi

yi[(w ∙ xi) + b] − 1 + ξi ≥ 0 i = 1,2,⋯, N



5.8.2 线性不可分情况
• ⼴义最优分类⾯ 

– 定义 




， 


，

min
w,b,ξi

1
2

(w ∙ w) + C
N

∑
i=1

ξi

s . t . yi[(ω ∙ xi) + b] − 1 + ξi ≥ 0 i = 1,2,⋯, N

ξi ≥ 0 i = 1,2,⋯, N



5.8.2 线性不可分情况
• ⼴义最优分类⾯ 

– 求解 

转化为拉格朗⽇泛函的鞍点问题


min
w,b,ξi

max
α

L(w, b, α)

=
1
2

(w ⋅ w) + C
N

∑
i=1

ξi −
N

∑
i=1

αi{γi[(w ⋅ xi) + b] − 1 + ξi} −
N

∑
i=1

γiξi



5.8.2 线性不可分情况
• ⼴义最优分类⾯ 

– 求解 

⼴义最优分类⾯的对偶优化问题





，且 ， 


原问题的解向量满⾜： 


⼴义最优分类⾯的判别函数：

max
α

Q(α) =
N

∑
i=1

αi −
1
2

N

∑
i,j=1

αiαjyiyj(xi ∙ xj)

s . t .
N

∑
i=1

yiai = 0 0 ≤ αi ≤ C i = 1,2,⋯, N

w* =
N

∑
i=1

α*i yixi

f(x) = sgn{g(x)} = sgn{(w* ∙ x) + b} = sgn{
N

∑
i=1

a*i yi(xi ∙ x) + b*}



5.8.2 线性不可分情况
• ⼴义最优分类⾯ 

– 求解 

库恩-塔克条件：拉格朗⽇泛函的鞍点处满⾜


， 


， 


边界⽀持向量： ， 


错分⽀持向量： ，

αi{yi[(w ⋅ xi) + b] − 1 + ξi} = 0 i = 1,2,⋯, N

γiξi = (C − αi)ξi = 0 i = 1,2,⋯, N

0 < αi < C ξi = 0

αi = C ξi > 0



5.9 多类线性分类器
• 多分类问题 

给定含 个样本的训练集 ，其中 维特征向量  
，类标签 。训练集数据共 个

类。任务是找到决策函数  (或者说⼀个规则)⽤于预测新数据的类
别。


– 间接：将多分类问题分解为多个两类问题


– 直接：设计多类分类器

N X = {(x1, y1), …, (xN, yN)} K
xn ∈ RK yn ∈ {1,2,…, M}, n = 1,…, N M

y = f(x)



• ⽅案⼀：⼀类对余类(one-against-all，one-against-the-rest) 

– 类转化为 个两类问题


– 问题：训练样本不均衡；歧义区

c c − 1

5.9.1 多个两类分类器的组合



• ⽅案⼆：成对分类(one-against-one，pairwise classification) 

– 问题：每两类构造⼀个分类器，则 类需要 个两类分类器


– 问题：分类器多

c
c(c − 1)

2

5.9.1 多个两类分类器的组合



• 定义 

对 类设计 个判别函数





取判别函数最⼤的类，即


若 ， ，则 


表示为增⼴向量形式： ，其中， 为增⼴权向

量。


多类线性判别函数也称作多类线性机器，可记作 。

c c

gi(x) = wT
i x + wi0, i = 1,2,⋯, c

gi(x) > gj(x) ∀j ≠ i x ∈ ωi

gi(x) = αT
i y, i = 1,2,⋯, c αi = [ wi

wi0]
L(α1, α2, ⋯, αc)

5.9.2 多类线性判别函数



• 求解：逐步修正法求解线性机器（多类线性可分） 

(1) 任意选择初始的权向量 ， ，置 


(2)考察某个样本 ，若 ，则所有权向量不变；若存在某个类

，使 ，则选择 最⼤的类别 ，对各类权值进⾏如下修正





(3)如果所有样本都分类正确，则停⽌；否则考查另⼀个样本，重复（2）

αi(0) i = 1,2,...,c t = 0

yk ∈ wi αi(t)T yk > αj(t)T yk

j αi(t)T yk ≤ αj(t)T yk αj(t)T yk j

αi(t + 1) = αi(t) + ρt yk

αj(t + 1) = αj(t) − ρt yk

αl(t + 1) = αl(t), l ≠ i, j

5.9.2 多类线性判别函数


