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主要内容
4.1 ⻉叶斯⽹络的基本概念


4.2 隐⻢尔可夫模型（HMM）


4.3 朴素⻉叶斯分类器



4.1 ⻉叶斯⽹络的基本概念
• 随机变量 

• 随机变量的条件独⽴性 

– 两个随机变量 和 独⽴，当且仅当 


– 随机变量间的条件独⽴性：如果随机变量 ， ， 满⾜

，则称 和 关于 条件独⽴，


x y p(x, y) = p(x)p(y)

x y z
p(x, y |z) = p(x |z)p(y |z) x y z

p(x |y, z) =
p(x, y, z)
p(y, z)

=
p(x, y |z)p(z)
p(y |z)p(z)

= p(x |z)



4.1 ⻉叶斯⽹络的基本概念
• 随机过程 

– 分布（联合分布）是对⼀个随机变量（随机向量）的刻画，⽽过程是对⼀族
随机变量的刻画！


– 定义：随机过程是定义在 上的⼆元函数 。对于固定的时间 ，
为随机变量，简记为 或 ；对于固定的 ， 为时间  的⼀

般函数，称为样本函数或样本轨道，简记为 。


‣ 随机变量和样本函数是两个具有不同定义域和值域的单值函数。


‣ 随机过程既可看成是“所有随机变量的集合”，也可看成为“所有样本函数的
集合”。

Ω × T X(ω, t) t
X(ω, t) X(t) Xt ω X(ω, t) t

x(t)



4.1 ⻉叶斯⽹络的基本概念
• 随机过程 

– 随机过程示意图


‣ 随机变量 ：对于固定时间 ，蓝⾊虚线圈圈表示随机变量


‣ 样本函数 ：对于固定的 ， 为时间  的样本函数（3个）


– 股票的涨跌过程


‣ 今天红-明天红-后天绿


‣ 今天绿-明天绿-后天绿


‣

X(t) t

X(ω, t) ω X(ω, t) t

⋯



4.1 ⻉叶斯⽹络的基本概念
• ⻢尔科夫性质 

– 也叫做⽆后效性、⽆记忆性，即过去只能影响现在，不能影响将来。


– 如果 ， 为⼀个随机过程，则⻢科尔夫性质可以符号化成如下形
式：





‣ 过去 并不影响将来 的状态，但当前状态蕴含着以往所有的状态
信息。

X(t) t > 0

Pr[X(t + h) = y |X(s) = x(s), s ≤ t] = Pr[X(t + h) = y |X(t) = x(t)], ∀h > 0

(s) (t + h)



4.1 ⻉叶斯⽹络的基本概念
• ⻢尔科夫模型（链） 

定义：具有⻢尔可夫性质、并以随机过程为基础模型的随机过程/随机模型被
统称为⻢尔可夫模型（链）。


– 任性的过程：它将来的状态分布只取决于现在，跟过去⽆关！（⼀阶）


– Life is like a Markov chain, your future only depends on what you are 
doing now, and independent of your past.




4.1 ⻉叶斯⽹络的基本概念
• ⻢尔科夫模型（链）基本要素 

– 状态空间： 表示随机过程在 时刻处在 状态，所有状态的取值构成

的集合称为“状态空间”，以符号 表示


– 转移概率：把在当前时刻状态到下⼀时刻某状态的条件概率称作转移概率





Xn = i n i
I

Pij = P(xn = j |Xn−1 = i)



4.1 ⻉叶斯⽹络的基本概念
• ⻢尔科夫模型（链）基本要素 

– 转移概率矩阵：所有状态之间的转移概率组成⼀个矩阵。状态转移矩阵不随
时间的变化。





– 初始状态：即初始分布


‣ 


‣ ，

p0 = (p0(1), p0(2), p0(3)) = (0.3,0.4,0.3)

pn( j) = P (Xn = j) j = 1,2,3



4.1 ⻉叶斯⽹络的基本概念
• ⻢尔科夫模型（链）基本要素 

– 转移⽅程：对于 步转移，则有转移⽅程如下





‣ 今天： 


‣ 明天： 


‣ 后天：

m

p(n+m)
ij =

I

∑
k=1

p(n)
ik p(m)

kj

p0 = (0.3,0.4,0.3)

p1 = p0 × P1

p2 = p1 × P = p0 × P2



4.1 ⻉叶斯⽹络的基本概念
• 链式法则 

– ⾼维随机变量（随机向量）的联合分布：











– 如果 与 关于 条件独⽴，则上式可以简化为


p(x1, x2, . . . , xd) = p(x1, x2, . . . , xd−1)p(xd |x1, x2, . . . , xd−1)

p(x1, x2, . . . , xd) = p(x1)p(x2 |x1)p(x3 |x1, x2) . . . p(xd |x1, x2, . . . , xd−1)

p(x1, …, xd) = p(x1)
d

∏
n=2

p(xn ∣ x1, …, xn−1)

xt+1 x1, x2, ⋯, xt−1 xt

p(x1, …, xd) = p(x1)
d

∏
n=2

p(xn ∣ xn−1)

P(AB) = P(A) ⋅ P(B |A) = P(B) ⋅ P(A |B)



4.1 ⻉叶斯⽹络的基本概念
• 条件概率的图表示 

– 图的基本概念


‣ 节点、边；有向图、⽆向图；有环图、⽆环图


– 条件概率 、联合概率 、边缘概率P(X = a |Y = b) P(X = a, Y = b)
P(X = a)



4.1 ⻉叶斯⽹络的基本概念
• ⻉叶斯⽹络 

– ⼀种⽤有向⽆环图表示的概率模型，⼜称信念⽹络


‣ 概率论 + 图论


‣ 有向图：刻画变量间显示存在的因果关系，包括⻉叶斯⽹络（bayes 
network）、信念⽹（belief network）、因果⽹等。


‣ ⽆向图：刻画变量间的相关性即关联关系，包括⻢尔科夫随机场、因⼦图
（factor graph）等。


– 通过图来表示随机变量之间的概率依赖关系，实现对复杂联合概率分布的计算



4.2 隐⻢尔科夫模型
• ⼀种特殊的动态⻉叶斯⽹络


• HMM案例 

– 已知：


‣ 天⽓：状态空间（Sunny，Rainy，Cloudy）、天
⽓转移概率


‣ ⾏为：散步、购物、内务


‣ A、B跨国恋，A的对象B通过A的⾏为猜测可能的
天⽓状态



4.2 隐⻢尔科夫模型
• HMM案例 

– 条件：


‣ 隐状态序列：天⽓状况（B⽆法直接观测到）


‣ 观测序列：A的⾏为（A告知B）


‣ ⾏为概率：以晴天和⾬天两种情况为例


✦晴天：散步，购物，内务的概率分别是0.6，0.3，0.1


✦⾬天：散步，购物，内务的概率分别是0.1，0.4，0.5



4.2 隐⻢尔科夫模型
• HMM案例 

– 问题1：已知整个模型，连续三天，A下班后做的事情分别是：散步，购
物，内务。那么，B根据模型，计算产⽣这些⾏为的概率是多少。


– 问题2：同样知晓这个模型，同样是这三件事，A要B猜，这三天她下班后
北京的天⽓是怎么样的。这三天怎么样的天⽓才最有可能让她做这样的事
情。


– 问题3，最复杂的，A只告诉B这三天她分别做了这三件事，⽽其他什么信
息我都没有。A要B建⽴⼀个模型，晴⾬转换概率，第⼀天天⽓情况的概率
分布，根据天⽓情况她选择做某事的概率分布。（惨绝⼈寰）



4.2 隐⻢尔科夫模型
• 基本概念 

– 系统的状态取值服从⻢尔可夫链


– 系统状态的变化⽆法直接观察到


– 可能的状态和观测是⻉叶斯⽹络的隐节点和可观测节点


– 转移概率为隐节点之间的边


– 发射概率为隐节点到可观测节点之间的边


–



4.2 隐⻢尔科夫模型
• HMM三要素 


- 状态转移矩阵 ，发射概率矩阵 ，初始概率分布 

M = (A, E, π)

A E π



4.2 隐⻢尔科夫模型
• 隐⻢尔科夫模型的三种典型问题：解决时间序列的决策问题


– 模型评估问题（Evaluation）


概率计算问题。已知HMM模型 和观测序列 ，求当前观测序列出现的概率 （似然度）。


– 隐状态推断问题（Decoding）


预测问题。已知HMM模型 和观测序列 ，求产⽣该序列的最有可能的隐状态序列

。


– 模型学习问题（Learning）


已知观测序列 和隐层状态序列 ，求HMM的模型参数 或者

。

M O p(O |M)

M O
x = arg max

x
p(x, O |M)

O x arg max
M

p(x, O |M)

arg max
M

p(O |M)



已知HMM模型 （模型结构和参数）和观测序列 ，求当前观测序列出现的

概率 （似然度）。


• 已知隐状态序列 ，即 已知


– 似然度： 


– 观测序列  和隐状态序列  的联合概率，即 ：

M O
p(O |M)

x p(x)

p(O |x) =
L

∏
i=1

p(oi |xi)

O x p(O |M)

p(O, x) = p(O ∣ x)p(x) =
L

∏
i=1

p (oi ∣ xi) (πx1

L

∏
i=2

p (xi ∣ xi−1))

4.2.1 HMM模型评估问题



已知HMM模型 （模型结构和参数）和观测序列 ，求当前观测序列出现的

概率 （似然度）。


• 未知隐状态序列 ，即 未知


– 概率分解：穷举，求解当前观测序列在所有可能隐状态序列下的加权概率
和





– 计算量巨⼤：  种隐状态序列取值组合

M O
p(O |M)

x p(x)

p(O) = ∑
x

p(O, x) = ∑
x

p(O, x)p(x)

nL

4.2.1 HMM模型评估问题



4.2.1 HMM模型评估问题
• 前向（向前）算法：Forward Algorithm


– 已知当前状态，要得到结果，往后能怎么“⾛”？（求果）


– 从前往后，迭代求解：⻓度为 的观测⼦序列 在 时刻隐变量取值 的概率 


‣ ： 时刻，隐状态为 时，观测⼦序列(1-t)出现的概率


‣ ， 为隐状态数


‣ ， ，…， 


– 终⽌结果


‣ ：将最终结点的（不同⾛法）的概率求和，就是产⽣⽬前观测的可

能情况

t o1o2 . . . ot t qj αt( j)

αt( j) = p(o1o2 . . . ot, xt = qj) t qj

αt( j) =
n

∑
i=1

αt−1(i)aijej(ot) = ej(ot)
n

∑
i=1

αt−1(i)aij n

α1( j) α2( j) αT( j)

p(O) =
n

∑
i=1

αT(i)



4.2.1 HMM模型评估问题
• 前向算法举例



4.2.1 HMM模型评估问题
• 前向算法举例



4.2.1 HMM模型评估问题
• 前向算法举例 αt( j) =

n

∑
i=1

αt−1(i)aijej(ot) = ej(ot)
n

∑
i=1

αt−1(i)aij



4.2.1 HMM模型评估问题
• 前向算法举例



4.2.1 HMM模型评估问题
• 前向算法举例

αt( j) =
n

∑
i=1

αt−1(i)aijej(ot) = ej(ot)
n

∑
i=1

αt−1(i)aij



4.2.1 HMM模型评估问题
• 后向（向后）算法：Backward Algorithm


– 已知结果，是当初怎么“⾛”造成的？（追因）


– 从后往前求解： 时刻隐状态 时，观察到后续观测值 的概率




‣ ： 时刻，隐状态为 时，观测⼦序列(t+1 - T)出
现的概率


‣ 


‣ ， ，…， 


– 终⽌结果


‣

t xt = qj ot+1ot+2 . . . oL
βt( j)

βt( j) = p(ot+1ot+2⋯oL |xt = qj) t qj

βt( j) =
n

∑
i=1

β
t+1

(i)ei(ot+1)aji

βL( j) = 1 βT−1( j) β1( j)

p(O) =
n

∑
i=1

πiei(o1)β1(i)



4.2.1 HMM模型评估问题



4.2.1 HMM模型评估问题
• 后向算法举例



4.2.1 HMM模型评估问题
• 后向算法举例



4.2.1 HMM模型评估问题
• 后向算法举例



4.2.1 HMM模型评估问题
• 后向算法举例



4.2.1 HMM模型评估问题
• 前向算法和后向算法统⼀


P(O |M) =
n

∑
i=1

n

∑
j=1

αi(i)aijej(ot+1)βt+1( j), t = 1,2,⋯, L − 1



已知HMM模型 和观测序列 ，求产⽣该序列的最有可能的隐状态序列 


• 维特⽐（Viterbi）算法


– ⼀种利⽤动态规划求解最优路径的算法，⼀条路径对应⼀个状态序列


– 递推计算在每⼀时刻各条部分路径的最⼤概率 





‣ 


‣ 


– 记录最⼤值对应的隐状态路径

M O x = arg max
x

p(x, O |M)

vt(j) = max
x1⋯xt−1

p(x1⋯xt−1, o1⋯ot, xt = qj |M)

vt(j) = max
i=1:n

vt−1(i)aijej(ot)
pat(j) = arg max

i=1:n
vt−1(i)aijej(oi)

4.2.2 HMM隐状态推断问题



4.2.2 HMM隐状态推断问题



4.2.2 HMM隐状态推断问题



4.2.2 HMM隐状态推断问题



4.2.2 HMM隐状态推断问题



4.2.2 HMM隐状态推断问题



已知模型结构、观测值取值范围 、模型隐状态集 ，根据观测序列 的样本，学习模型参数

、 、 。


• 隐状态序列  已知：最⼤似然估计法


， ， 


– ：隐状态序列从状态 变为 的次数


– ：隐状态为 时观测值为 的次数


– ：初始状态为 的次数， 为总样本数


• 隐状态序列  未知：最⼤⽅差估计法（Expectation-Maximum，EM）

V Q O
A E π

x

̂aij =
#Tij

∑n
j′￼

#Tij′￼

̂eik =
#Eik

∑V
k′￼

#Eik′￼

̂πi =
#Si

S

#Tij qi qj

#Eik qi Vk

#Si qi S

x

4.2.3 HMM模型学习问题



• HMM模型学习问题案例 

4.2.3 HMM模型学习问题

https://blog.sciencenet.cn/blog-2970729-1191928.html


• EM算法 

– 问题：已知⼀组独⽴的样本 ，求模型 的参数 ，
使 最⼤，其中 是隐变量。


– E步骤：利⽤模型现有参数求隐变量取值的期望，猜测最可能的概率分布


– M步骤：利⽤当前对隐变量估计值对模型参数最⼤似然估计，更新模型

X = {x1, x2, ⋯, xm} p(x, z) θ
p(x, z) z

4.2.3 HMM模型学习问题



• EM算法推导流程

4.2.3 HMM模型学习问题

https://zhuanlan.zhihu.com/p/36331115


• EM算法推导流程

4.2.3 HMM模型学习问题
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• EM算法推导流程

4.2.3 HMM模型学习问题

https://zhuanlan.zhihu.com/p/36331115


• EM算法推导流程

4.2.3 HMM模型学习问题

P(X = xi, Y = yj) = pij

P(X = xi) =
∞

∑
j=1

pij

https://zhuanlan.zhihu.com/p/36331115


• EM算法推导流程

4.2.3 HMM模型学习问题

https://zhuanlan.zhihu.com/p/36331115


• EM算法推导流程

4.2.3 HMM模型学习问题
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• EM算法推导流程

4.2.3 HMM模型学习问题
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• EM算法推导流程

4.2.3 HMM模型学习问题

https://zhuanlan.zhihu.com/p/36331115


• EM算法流程

4.2.3 HMM模型学习问题



• EM算法案例 

例：假设有两枚硬币A、B，以相同的概率随机选择⼀个硬币，进⾏如下的掷
硬币实验：共做 5 次实验，每次实验独⽴的掷⼗次 (H代表正⾯朝上)。a 是在
知道每次选择的是A还是B的情况下进⾏，b是在不知道选择的是A还是B的情
况下进⾏，问如何估计两个硬币正⾯出现的概率？

4.2.3 HMM模型学习问题

https://ai.stanford.edu/~chuongdo/papers/em_tutorial.pdf


4.2.3 HMM模型学习问题



4.2.3 HMM模型学习问题

P(B |A) =
P(AB)
P(A)
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P(B |A) =
P(AB)
P(A)



4.2.3 HMM模型学习问题

P(B |A) =
P(AB)
P(A)



4.2.3 HMM模型学习问题



4.2.3 HMM模型学习问题



4.3 朴素⻉叶斯分类器
• ⻉叶斯分类器 







• 朴素⻉叶斯分类器 

- 假设各个特征取值只依赖类别标签，特征间互相独⽴：朴素





- 联合概率可以分解为


P(Bi ∣ A) =
P(ABi)
P(A)

=
P(Bi)P(A |Bi)

P(A)

P(类别 |特征) =
P(特征 |类别)P(类别)

P(特征)

p(xlxk |ωi) = p(xl |ωi)p(xk |ωi), l, k = 1,⋯, d, k ≠ l

p(x1, x2, ⋯, xd, ωi) = p(x1 |ωi)p(x2 |ωi)⋯p(xd |ωi)p(ωi)



4.3 朴素⻉叶斯分类器
• 朴素⻉叶斯分类器 

- 类别先验概率估计





- 特征的条件概率：参数的极⼤似然估计


p(Y = ωi) =
∑N

i=1 I(yi = ωi)

N

p(xj = vi Y = ωi) =
∑N

i=1 I(x(i)
j = vi, yi = ωi)

∑N
i=1 I(yi = ωi)



4.3 朴素⻉叶斯分类器
• 朴素⻉叶斯分类器 

- 零概率问题：不能因为某事件没有观察到就武断地认为该事件的概率为 0


- 拉普拉斯平滑：对概率值平滑矫正，解决样本量少或者特征取值概率较低的
情况


‣ 


‣

p(Y = ωi) =
∑N

i=1 I(yi = ωi) + 1

N + C

p(xj = vi |Y = ωi) =
∑N

i=1 I(x(i)
j = vi, yi = ωi) + 1

∑N
i=1 I(yi = ωi) + Sj


