
第三章 概率密度函数的估计

苏智勇 
可视计算研究组

南京理⼯⼤学


suzhiyong@njust.edu.cn

https://zhiyongsu.github.io

mailto:suzhiyong@njust.edu.cn
https://zhiyongsu.github.io


主要内容
3.1 引⾔


3.2 最⼤似然估计


3.3 ⻉叶斯估计与⻉叶斯学习


3.4 概率密度估计的⾮参数⽅法



3.1 引⾔
• 模式分类的三种主要途径 

– 估计类条件概率密度 


通过 和  ，利⽤⻉叶斯规则计算后验概率 ，然后通过
最⼤后验概率做出决策。


– 直接估计后验概率 


不需要先估计类条件概率密度 。主要有K近邻⽅法等。


– 直接计算判别函数 

不需要估计 或者 。常⻅的⽅法有神经⽹络等。
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3.1 引⾔
• 模式分类的三种途径 

– 估计类条件概率密度 


通过 和  ，利⽤⻉叶斯规则计算后验概率 ，然后通
过最⼤后验概率做出决策。


‣ 参数估计：最⼤似然估计、⻉叶斯估计等。


‣ ⾮参数估计：直⽅图法、Parzen窗⽅法等。
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3.1 引⾔
• 基于样本的两步⻉叶斯 




– 在上⼀章的学习中，我们⼀直假设类的条件概率密度函数是已知的，然后去
设计⻉叶斯分类器。但在实际中，这些知识往往是不知道的，这就需要⽤已
知的样本进⾏学习或训练。也就是说利⽤统计推断理论中的估计⽅法，从样
本集数据中估计这些参数。


– 本章⽬的：已知类别的样本（训练样本）→ 学习或训练→ 获得类概率密度
函数 
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3.1 引⾔
• 基于样本的两步⻉叶斯 




– 根据训练样本估计概率密度函数、先验概率，记为 和 


– 根据估计的概率密度函数设计分类器


– 希望 时基于样本的估计收敛于理论结果
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3.1 引⾔
• 概率密度函数估计的⽅法 

- 参数估计：总体分布/概率密度函数形式已知，⽤样本的统计量，去估计总体分
布的未知或部分未知参数


‣ 参数是刻画总体某⽅⾯概率特性的数量。当此数量未知时，从总体抽出⼀个样
本，⽤某种⽅法对这个未知参数进⾏估计就是参数估计。


‣ 两类参数估计⽅法：点估计、区间估计 

‣ 例如， ：若 ， 未知, 通过构造样本的函数, 给出它们的估计值
或取值范围就是参数估计的内容


- ⾮参数估计：总体分布/概率密度函数形式未知、或者不符合现有任何分布模型

X ∼ N(μ, σ2) μ σ2



3.1 引⾔
• 参数估计 

总体 的概率密度函数为 ，根据观测到的⼀组样本 ，去估计总

体参数 的过程。


- 如果 是已知确定的， 是变量， 叫概率函数，描述对于不同的样本点

，其出现的概率是多少


- 如果 是已知确定的， 是变量， 叫似然函数，描述对于不同的模型参数

，出现 这个样本的概率是多少


- 缺点：估计结果的准确性严重依赖于所假设的概率分布形式是否符合潜在的真
实数据分布。
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x
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相关概念
• 统计量 

- 定义：设 为总体 的样本， 为 维实值函数（不含未知参

数）， 的取值记为 ，称 为样本统计量，简称为统计量。


- 常⽤统计量 

‣ 样本均值： 


‣ 样本⽅差： 


‣ 样本 阶中⼼矩：

(X1, X2, . . . , Xn) X T(X1, X2, . . . , Xn) n
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相关概念
• 参数空间 

- 设总体分布的未知参数为 ，未知参数全部可容许值组成的集合称为参数空间，记为 。


• 点估计 

- 利⽤样本数据，对未知的参数进⾏估计，所得到的具体数值。


‣ 为未知参数 的估计量


‣ 为未知参数 的估计值


‣ 例如，已知分布是正态分布，⽤统计量样本均值 来估计总体均值 。


- 常⽤点估计⽅法：最⼤似然估计法、⻉叶斯估计、最⼩⼆乘估计、矩估计法

θ Θ
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相关概念
• 区间估计 

- 在推断总体参数时，根据统计量的抽样分布特征，估计出总体参数 的⼀个

置信区间 ，⽽不是⼀个数值，并同时给出总体参数落在这⼀区间的概
率。


• 估计量性质 

- ⽆偏性 

‣ ⽆偏估计量： ， 的估计量的数学期望等于 


‣ 渐近⽆偏估计量： ，样本数趋于⽆穷时估计才具有⽆偏性

θ
(d1, d2)

E( ̂θ) = θ θ θ

lim
n→∞

E( ̂θ) = θ



相关概念
• 估计量性质 

- 有效性 

‣ 设 ， 是 的两个⽆偏估计，如果 ，对⼀切

成⽴，且不等号⾄少对某⼀ 成⽴，则称 ⽐ 有效。


- ⼀致性 

‣ 当样本⽆限增多时，估计量 依概率收敛于 ，则称 为 的⼀致估计，

̂θ1
̂θ2 θ Var( ̂θ1) ≤ Var( ̂θ2) θ ∈ Θ

θ ∈ Θ ̂θ1
̂θ2

̂θn θ ̂θn θ
lim
n→∞

P( | ̂θn − θ | > ε) = 0



3.2 最⼤似然估计 

• ⾸先是由德国数学家⾼斯在1821年提出的。费歇在1922年重新发现了这⼀⽅法，并⾸先研究了这种⽅法的
⼀些性质。


• 例：假设在⼀个罐中放着许多⽩球和⿊球，并假定已经知道两种球的数⽬之⽐是1:3，但不知道哪种颜⾊的
球多。如果⽤放回抽样⽅法，从罐中取5个球，观察结果为：⿊、⽩、⿊、⿊、⿊，估计取到⿊球的概率 .  


-  ：出现本次观察结果的概率为 


- ：出现本次观察结果的概率为 


- 由于 ，因此，认为 ⽐ 更有可能，于是 
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这种选择⼀个参数使得实验结果具有最⼤概率的思想就是最⼤似然法的基本思想 。



3.2.1 最⼤似然估计的基本原理
• 基本假设 

- 待估计参数 未知但确定


- 每⼀类的样本独⽴同分布


- 类条件概率密度函数 函数形式确定，只是参数 未知


- 不同类别的参数独⽴，可分别处理

θ

P(x ∣ ωi) θ



3.2.1 最⼤似然估计的基本原理
• 构造似然函数  

- 设总体为离散型， ， ， 未知。设 是来⾃ 的样本，

是 的⼀个样本值，则事件 发⽣的概率为





- 设总体为连续型，其概率密度 ， ， 未知。设 是来⾃ 的样本，

是 的⼀个样本值，则事件 发⽣的概率为


L(θ)

X ∼ p(x; θ) θ ∈ Θ θ X1, ⋯, Xn X
x1, ⋯, xn X1, ⋯, Xn {X1 = x1, ⋯, Xn = xn}

L(θ) = P {X1 = x1, ⋯, Xn = xn} = p(x1; θ)⋯p(xn; θ) =
n

∏
i=1

p(xi; θ)

f(x; θ) θ ∈ Θ θ X1, ⋯, Xn X
x1, ⋯, xn X1, ⋯, Xn {X1 = x1, ⋯, Xn = xn}

L(θ) = P {X1 = x1, ⋯, Xn = xn} = f(x1; θ)⋯f(xn; θ) =
n

∏
i=1

f(xi; θ)

似然函数

似然函数



3.2.1 最⼤似然估计的基本原理
• 最⼤似然原理 

选择使 达到最⼤的参数 ，作为参数 的估计，即


  或 


- 为参数 的最⼤似然估计值


- 为参数 的最⼤似然估计量（maximum likelihood estimation, 
MLE）

L (θ) ̂θ θ

L( ̂θ(x1, …, xn)) = max
θ∈Θ

L(θ) ̂θ = argmax L(θ)

̂θ(x1, …, xn) θ
̂θ(X1, …, Xn) θ



3.2.2 最⼤似然估计的求解
• ⼀般， 可由下式求得：


   或   


- 称为对数似然函数，


• 未知参数 可能不是⼀个，⼀般设为 ，则可由下式求得：


   或  


• ⽤上述⽅法求参数的极⼤似然估计值有时⾏不通（ 不可导、⽆驻点），这时要⽤最⼤似
然原则来求。


- 若 关于某个 是单调增(减)函数，此时 的最⼤似然估计在其边界取得。

θ
dL(θ)

dθ
=0

d
dθ

ln L(θ) = 0

ln L(θ)

θ θ=(θ1, θ2, ⋯, θk)
∂L
∂θi

= 0, i = 1,⋯, k
∂ ln L

∂θi
= 0, i = 1,⋯, k

L(θ)

L(θ) θi θi



• 例：设某种元件使⽤寿命 的概率密度函数为


 


其中  是未知参数。设  是样本观测值，求  的最⼤似然估
计。

X

f(x) = {2e−2(x−θ), x ≥ θ
0, otherwise

θ > 0 x1, …, xn θ

3.2.2 最⼤似然估计的求解



• 解：


- 似然函数 ， 


- 


- 


- 单调增加， 


- 的最⼤似然估计：

L(θ) =
n

∏
i=1

[2e−2(xi−θ)] = 2ne−2∑ (xi−θ) xi ≥ θ

ln L(θ) = n ln 2 − 2
n

∑
i=1

(xi − θ)

d ln L(θ)
dθ

= 2n > 0

L(θ) θ ≤ xi

θ ̂θ = min{x1, x2, ⋯, xn}

3.2.2 最⼤似然估计的求解



• 例：设总体 ，设  是 的样本观测值，求 的最⼤似然估计。


• 解：


- 


-



-

X ∼ N(μ, σ2) x1, …, xn X μ, σ2

L(x1, x2, ⋯, xn; μ, σ2) =
n

∏
i=1

1

2πσ
e

−
(xi − μ)2

2σ2 =
1

(2π)2(σ2)n̄
e

−
n(xi−μ)2

∑
i=1

2σ2

ln L = −
n

∑
i=1

(xi − μ)2

2σ2
−

n
2

ln(2π) −
n
2

ln(σ2)

( ∂
∂μ

ln L) =
1
σ2

n
∑
i=1

(xi − μ) = 0

( ∂
∂(σ2)

ln L) =
1

2(σ2)2

n
∑
i=1

(xi − μ)2−
n

2(σ2)
= 0

⇒
̂μ =

1
n

n
∑
i=1

xi = x

̂σ2 =
1
n

n
∑
i=1

(xi − x)2

3.2.3 正态分布下的最⼤似然估计



• 两⼤统计学派的起源


- 总体信息 

进⾏统计推断时，总是假定总体是来⾃某个分布族的，并从总体中抽取⼀组样本。其中所
假定的总体来⾃的分布族，就是所谓的总体信息。


- 样本信息 

从总体中抽取的样本，能给我们样本信息。

- 先验信息 

在进⾏试验之前，实际上已经对待估的参数有⼀定的了解。⽐如我们调查某⼚的不合格率
时，过去关于该⼚不合格率的历史资料，这种在抽样前就已经存在的有关统计推断的信
息，称为先验信息。

3.3 ⻉叶斯估计与⻉叶斯学习 



• 两⼤统计学派的起源


关于先验信息的争论，直接导致了两⼤统计学派的出现


- 经典统计学派：只利⽤总体信息和样本信息来进⾏统计推断


‣ 参数虽然是未知的，但是它还是⼀个数，是固定不变的，需要做的只是找⼀个⽐较接
近它的量来代替它


- ⻉叶斯统计学派：除了利⽤总体信息和样本信息，还利⽤先验信息进⾏统计推断

‣ 既然参数是不知道的，那么把它看做是随机变量应该是合理的，也就是不断变化的
量。⽤概率来刻画未知参数的变动情况。


‣ 例如，对于⼀个⼯⼚⽽⾔，其次品率也不是⼀成不变的，在⼯⼈们精神好的时候次品
率相对会低⼀些。

3.3 ⻉叶斯估计与⻉叶斯学习 



• 最⼤似然估计与⻉叶斯估计的区别


- 参数 

‣ 最⼤似然估计：参数 被当作是固定形式的未知变量。结合真实数据通过最⼤化似然函数来求解这个固

定形式的未知变量。根据观测样本估计参数  的值。


‣ ⻉叶斯估计：参数 被当作是某种已知先验分布的随机变量。通过⻉叶斯规则将参数的先验分布转化成

后验分布进⾏求解。根据观测样本估计参数  的分布。


- 计算复杂度 

‣ 最⼤似然估计：简单的微分运算


‣ ⻉叶斯估计：复杂的多重积分


- 准确性 

当样本数据有限时，由于⻉叶斯估计有很强的理论和算法基础，因此，⻉叶斯估计的误差更⼩。

θ
θ

θ
θ

3.3 ⻉叶斯估计与⻉叶斯学习 



• 基本思想


- 已知：样本集 ，待估计参数 看成具有先验分布密度

的随机变量


- 问题：根据后验概率 ，求 的⻉叶斯估计 


- ⽅法：利⽤样本概率密度分布 ；最优条件是最⼩错误率或者⻛险，

损失函数记为 


- ⽬标： 的估计值 应使估计损失的期望最⼩。

χ = {x1, x2, ⋯, xN} θ
p(θ)

p(θ ∣ χ) θ θ*

p(χ ∣ θ)
λ( ̂θ, θ)

θ θ*

3.3.1 ⻉叶斯估计



• ⻉叶斯估计步骤 

-核⼼：利⽤⻉叶斯公式求出参数 的后验概率： 


-确定参数 的先验分布密度 ，待估参数为随机变量


-利⽤已知样本集 ，求出样本集的联合分布 ，它是 的函数


-求出参数 的⻉叶斯估计（分布）： （证明过程⻅后）

θ p(θ ∣ χ) =
p(χ ∣ θ)p(θ)

∫
Θ

p(χ ∣ θ)p(θ)dθ

θ p(θ)

χ p(χ |θ) =
N

∏
i=1

p(xi |θ) θ

θ θ* = ∫
Θ

θp(θ ∣ χ)dθ

3.3.1 ⻉叶斯估计



• ⻉叶斯估计量 的证明 

-设样本取值空间为 ，参数的取值空间为 ，⽤ 作为估计时的总期望⻛险：




-
定义在样本 下的条件⻛险为： 


-
总期望⻛险（⻉叶斯⻛险）： 


-
在有限样本 集合下：

θ*

Ed Θ ̂θ

R = ∫
Ed

∫
Θ

λ( ̂θ, θ)p(θ, x)dθdx = ∫
Ed

∫
Θ

λ( ̂θ, θ)p(θ ∣ x)p(x)dθdx

x R( ̂θ ∣ x) = ∫
Θ

λ( ̂θ, θ)p(θ ∣ x)dθ

R = ∫
Ed

R( ̂θ ∣ x)p(x)dθdx

χ = {x1, x2, ⋯, xN} θ* = argmin R( ̂θ ∣ χ) = ∫
Θ

λ( ̂θ, θ)p(θ ∣ χ)dθ

3.3.1 ⻉叶斯估计



• ⻉叶斯估计量 的证明 

-决策之前需要事先定义损失， 的具体定义不同，可得到不同的最佳⻉叶
斯估计


-采⽤平⽅差损失： ，则


‣在给定样本 下 的⻉叶斯估计（分布）： 


‣在给定样本集 下 的⻉叶斯估计（分布）：

θ*

λ( ̂θ, θ)

λ( ̂θ, θ) = (θ − ̂θ )2

x θ θ* = E[θ ∣ x] = ∫
Θ

θp(θ ∣ x)dθ

χ θ θ* = E[θ ∣ x] = ∫
Θ

θp(θ ∣ χ)dθ

3.3.1 ⻉叶斯估计



3.3.1 ⻉叶斯估计
• ⻉叶斯估计量 的证明θ*



3.3.1 ⻉叶斯估计



• 例：总体 ，设模型的均值 是待估计的参数，⽅差 已知，求 的⻉叶斯估计。 

• 解：根据3.3.1节⻉叶斯估计步骤求解 

-利⽤⻉叶斯公式，得到参数 的后验概率分布： 


- 的先验分布为正态分布，假设其均值为 ，⽅差为 ，即 


- 已知，求出样本集的联合分布 ，其中，各样本的概率密度函数

X ∼ N(μ, σ2) μ σ2 μ

μ p(μ ∣ χ) =
p(χ ∣ μ)p(μ)

∫
Θ

p(χ ∣ μ)p(μ)dμ

μ μ0 σ2
0 p(μ) =

1

2πσ0

exp(−
1

2σ2
0

(x − μ0)2)

σ2 p(χ |μ) =
N

∏
i=1

p(xi |μ)

p(xi ∣ μ) =
1

2πσ
exp(−

1
2σ2

(xi − μ)2)

3.3.2 正态分布时的⻉叶斯估计



• 例：总体 ，设模型的均值 是待估计的参数，⽅差 已知，求 的⻉
叶斯估计。 

- 因为各样本独⽴抽取，所以 

，其中 为⽐例因⼦，只和 有

关，与 ⽆关，可视为对估计出的后验概率进⾏归⼀化的常数项


-

X ∼ N(μ, σ2) μ σ2 μ

p(μ ∣ χ) = a
N

∏
i=1

p(xi |μ)p(μ) a =
1

∫
Θ

p(χ ∣ μ)p(μ)dμ
χ

μ

N

∏
i=1

p(xi |μ)p(μ) =
1

2πσ0

exp −
1
2 ( μ − μ0

σ0 )
2 N

∏
i=1 ( 1

2πσ
exp (−

1
2 ( xi − μ

σ )
2

))

3.3.2 正态分布时的⻉叶斯估计



• 例：总体 ，设模型的均值 是待估计的参数，⽅差 已知，求

的⻉叶斯估计。 

-  

‣ 包含了所有和 ⽆关的因⼦


‣ 是关于 的⼆次函数的指数函数，所以仍然是⼀个正态分布函数

X ∼ N(μ, σ2) μ σ2

μ

p(μ ∣ χ) = a′ exp {−
1
2 [( N

σ2
+

1
σ2

0 ) μ2 − 2 ( 1
σ2

N

∑
i=1

Xi +
μ0

σ2
0 ) μ]}

a′ μ

p(μ ∣ χ) μ

3.3.2 正态分布时的⻉叶斯估计



• 解： 

- 由于 也满⾜正态分布，可以写为正态形式： 


- 


-⽐较上述两式，对应系数应该相等


‣ 


‣

p(μ |χ) p(μ |χ) =
1

2πσN

exp(−
1

2σ2
N

(μ − μN)2)

p(μ ∣ χ) = a′ exp {−
1
2 [( N

σ2
+

1
σ2

0 ) μ2 − 2 ( 1
σ2

N

∑
i=1

Xi +
μ0

σ2
0 ) μ]}

μN =
Nσ2

0

Nσ2
0 + σ2

1
N

n

∑
i=1

xi +
Nσ2

0

Nσ2
0 + σ2

μ0

σ2
N =

σ2σ2
0

Nσ2
0 + σ2

3.3.2 正态分布时的⻉叶斯估计



• 解： 

-将 ， 带⼊ ，利⽤公式 ，得到参数 的⻉叶斯估计：




-

μN σ2
N p(μ |χ) θ* = ∫

Θ

θp(θ ∣ χ)dθ μ

̂μ = ∫ μp(μ |χ)dμ = ∫
μ

2πσN

exp −
1
2 ( μ − μN

σN )
2

dμ = μN

p(μ |χ) =
1

2π σ2 + σ2
N

exp −
1
2

x − μN

σ2 + σ2
N

2

∼ N(μN, σ2 + σ2
N)

3.3.2 正态分布时的⻉叶斯估计



• 样本概率密度函数的⻉叶斯学习 

求参数出 的后验概率 之后，利⽤⻉叶斯估计量来估计样本概率密度函数的参数


-
已知：样本 ， ，其中 


-当 时，由于各次抽样条件独⽴，则 ，因此




-递推的⻉叶斯估计： ， ， ，…， ，…，
可以得到⼀系列的对概率密度函数参数的估计，这⼀过程也成为⻉叶斯学习

θ p(θ |χ)

χN = {x1, x2, ⋯, xN} θ* = ∫
Θ

θp(θ ∣ χN)dθ p(θ ∣ χN) =
p(χN ∣ θ)p(θ)

∫
Θ

p(χN ∣ θ)p(θ)dθ

N > 1 p(χN ∣ θ) = p(xN ∣ θ)p(χN−1 ∣ θ)

p(θ ∣ χN) =
p(xN ∣ θ)p(χN−1 ∣ θ)

∫
Θ

p(xN ∣ θ)p(χN−1 ∣ θ)dθ

p(θ) = p(θ ∣ χ0) p(θ ∣ x1) p(θ ∣ x1, x2) p(θ ∣ x1, x2, ⋯, xN)

3.3.3 ⻉叶斯学习



3.3.3 ⻉叶斯学习



3.3.3 ⻉叶斯学习



3.3.3 ⻉叶斯学习



• 参数估计⽅法的局限 

- 已知总体分布/概率密度函数形式


- 估计结果的准确性严重依赖于所假设的概率分布形式是否符合潜在的真实数据分布


• ⾮参数⽅法基本思想


- 样本的密度函数形式未知


- 有些情况样本的分布很难⽤函数形式描述


- 直接⽤样本估计整个函数


- 可以看作从所有可能的函数中进⾏选择

3.4 概率密度估计的⾮参数⽅法



• 直⽅图构造 

- 把总数为 的样本 的每个分量分成 个等间隔⼩窗，每个⼩舱体积为 


- 统计落⼊⼩舱内的样本数⽬ 


- 把⼩舱内的概率密度看作常数，⽤ 作为其估计值

N x k V

qi
qi

NV

3.4.1 直⽅图法



• ⾮参数估计 

问题：已知样本集 中的样本(来⾃同⼀个类别)是从服从密度函数 的总体中独⽴抽取出来的，求 的估

计 。


- 样本所在空间的某个区域 内，随机向量落⼊区域 范围的概率为： 


- 在样本集 中有 个落⼊区域 的概率为： 


- 的期望值： 


- 的估计为： 


- 当 连续且 ⾜够⼩时，假定 在区域 内为常数： 


-

χ = {x1, x2, ⋯, xN} p(x) p(x)
̂p(x)

R R PR = ∫
R

p(x)dx

χ k R Pk = Ck
NPk

R(1 − PR)N−k

k E[k] = NPR

PR
̂PR =

k
N

p(x) V p(x) R PR = ∫
R

p(x)dx = p(x)V

̂PR =
k
N

= p(x)V ⇒ ̂p(x) =
k

NV

3.4.1 直⽅图法



• ⾮参数估计 

- ⼩舱的选择原则：与样本总数相适应


✓过⼤，则估计的密度函数粗糙


✓过⼩，则估计的密度函数不连续


✓样本趋于⽆穷多时的收敛条件为：


， ， lim
n→∞

Vn = 0 lim
n→∞

kn = 0 lim
n→∞

kn

n
= 0

3.4.1 直⽅图法



• 基本步骤 

- 先确定 ：总样本为 时每个⼩舱内的样本数


- 求 处的密度估计 时，调整包含 的⼩舱体积，直到落⼊ 个样本，估

算 


- 在 取值范围内以每⼀点为中⼼进⾏估计


- 样本密度⾼的区域 较⼩、密度低的区域 增⼤


- 需要确定合适的 和 的关系：如

kN N

x ̂p(x) x kN

̂p(x) =
kN

NV
x

V V

kN N kN = a × N

3.4.2 近邻估计⽅法kN



• 定义：⽤窗函数（核函数） 估计概率密度的⽅法 

• 基本步骤 

- 固定⼩舱体积： ，⼩舱为超⽴⽅体， 为棱⻓， 


- 滑动⼩舱来估计每点( )处的概率密度（直⽅图法估计⼩舱内的平均密度）


- 对于任意⼀点的密度估计表达式：

φ(x)

x ∈ Rd h V = hd

xi

̂p(x) =
1

NV

N

∑
i=1

φ(
x − xi

h
)

3.4.3 Parzen窗法



• 基本步骤 

- 定义核函数（窗函数），衡量观测样本 对在 处的概率密度估计的贡献：




‣ 为 维单位⽅窗函数，⽤于判断观测样本 是否落在以 为中⼼， 为棱⻓

的⼩舱内： 


‣ 个观测样本落⼊以 为中⼼的超⽴⽅体内的样本数：

xi x

K(x, xi) =
1
V

φ(
x − xi

h
)

φ(
x − xi

h
) d xi x h

φ([u1, u2, ⋯, ud]⊤) = {1 , |μj | ≤ 1
2 , j = 1,2,⋯, d

0 , otherwise

N x kN =
N

∑
i=1

φ( x − xi

h )

3.4.3 Parzen窗法



• 基本步骤 

- 概率密度估计则是每⼀点上观测样本贡献的平均： 


- 常⻅核函数：⽅窗、⾼斯窗、超球窗等

̂p(x) =
1
N

N

∑
i=1

K(x, xi)

3.4.3 Parzen窗法


